Fibrations meromorphes sur certaines varietes a 
fibre canonique trivial 

Ekaterina Amerik* et Frederic Campana^ 

A F.A. Bogomolov, en I'honneur de ses 60 ans 

1 Introduction 

Get article presente quelques observations motivees par la recherche de varietes lisses 
projectives complexes X munies d'un endomorphisme f : X X de degre d au 
moins 2. 

Si Tapplication / est reguhere, il semble difficile de produire des exemples qui 
ne soient pas deduits des exemples evidents (varietes toriques ou abeliennes), par 
produits, passage au quotient par un groupe fini, et cetera. Ce qu'indiquent |ARVj . 

m. m- 

Lorsque / est rationnelle, il y a de nouveaux exemples, mais certains d'entre eux 
sont encore des versions relatives des precedents. Par exemple, si S est une surface 
projective de dimension canonique, ou de Kodaira, egale a 1, il est facile de voir 
que S admet un endomorphisme rationnel de degre d > 1 (que 5* ait ou non une 
section). Un tel endomorphisme / doit cependant "respecter" la fibration elliptique 
(f) (d'litaka-Moishezon), c'est-a-dire, envoyer une fibre de sur une fibre de 0. Si la 
base est de genre > 2, une puissance de / preserve done la fibration. 

Si S est une surface K3 speciale (par exemple, elliptique ou de Kummer), elle 
admet encore de tels endomorphismes rationnels. Si S est generique (telle que 
Pic{S) = Z, disons), on ne connait, par contre, aucun exemple (mais il semble 
difficile de demontrer la non-existence). 
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Cependant, il est observe dans [V] qu'il existe des families {Xf, t G T} de varietes 
Xt avec Kxt = 0, et Pic{Xt) = Z pour t E T generique, munies d'un endomorphisme 
ft de degre d > 1 pour tout t E T. On pent prendre pour Xt la variete de Fano des 
/c-plans dans une hypersurface cubique lisse Vj de P", pour k et n convenables. 

Par exemple, lorsque k = 1 et n = 5, i\ s'agit de la variete Xt = ^(Vt) [T 
pour "Fano") des droites d'une cubique lisse Vt de dimension 4; Xt est alors lisse 
de dimension 4. De plus, Xt est hyperkahlerienne irreductible, equivalente par 
deformation a Hilb'^{S) on S est une surface K3 de degre 14 ([BDJ). Pour t generique, 
Pic{Xt) = Z. L 'endomorphisme / associe a /, droite generique de C P^, la droite 
residuelle a / dans P nVt, ou P est I'unique plan dans P^ tangent a le long de 
/ (on calcule facilement Niy = Opi © Opi © Opi(l), d'oii I'existence et I'unicite de 
P) . Dans fV], Voisin montre que le degre d de f est 16. 

Une question naturelle est de savoir si ces exemples sont "nouveaux" dans le sens 
de la discussion ci-dessus. Et, en effet, nous montrons tout d'abord que, pour X un 
membre general d'une famille comme ci-dessus, un endomorphisme rationnel de X 
ne preserve aucune fibration non-triviale. 

Plus precisement, nous demontrons le resultat suivant: 

Theoreme 2.1 Soit X une variete lisse projective, telle que Kx = et le 
groupe de Neron-Severi NS{X) = Z. Alors toute fibration rationnelle g : X --■> B, 
< dim{B) < dim{X), est en varietes de type general. 

Dans la section 4, nous associons une fibration meromorphe a tout endomor- 
phisme meromophe dominant: 

Theoreme 4.1 Soit X une variete kdhlerienne compacte, et f : X X 
un endomorphisme meromorphe dominant. II existe une application meromorphe 
dominante f-invariante g : X --■> T, dont la fibre generale Xt est I'adherence de 
Zariski de V ensemble des iteres par f d'un point general de Xt. 

Ici comme dans le reste de Particle, le mot "general" veut dire "en dehors d'une 
reunion denombrable de fermes analytiques stricts". 

Les deux theoremes precedents impliquent facilement que, pour X = J-'{V) 
comme ci-dessus et assez general, I'ensemble des iteres par / d'un point general 
de X est Zariski-dense dans X. En effet, Pic{X) = Z; le theoreme 2.1 garantit 
que > ne preserve pas de fibration non-triviale (une variete de type general 
n'admet pas d'endomorphisme meromorphe de degre d > 1). II s'ensuit, par la 
decomposition de Stein, que dim{T) = ou dim{X) (T comme dans le theoreme 
4.1); dim{T) = dim{X) est impossible par deg{f) > 1. Done T est un point. 

Si Ton suppose X projectif, I'analogue du theoreme 4.1 est vrai sur tout corps K 
algebriquement clos de caracteristique nulle. Si K est denombrable, cet enonce n'a 
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aucun contenu non-trivial: il se pent qu'aucun point de X{K) n'est "general" au 
sens du theoreme 4.1. Par contre, nous pouvons appliquer le theoreme a des varietes 
definies sur un corps non-denombrable. Ainsi, un coroUaire immediat de theoremes 
4.1 et 2.1 est la proposition suivante, motivee par [HT2] : 

Proposition 4.8 Soit F un corps non-denombrable (par exemple, le corps des 
fonctions meromophes sur une courbe complexe). Soit X une variete lisse projective 
sur F , verifiant Kx = 0, Pic{X) = TL, et munie d'un endomorphisme rationnel 
f : X --->• X de degre d > 1. Alors il existe une extension finie L de F , telle que 
X{L) soit Zariski-dense dans X . 

La construction de C. Voisin ci-dessus fournit des exemples satisfaisant les con- 
ditions de la proposition 4.8. 

Dans |HT2j . des exemples analogues sont obtenus par une methode differente. 
Notamment, les auteurs construisent des surfaces K3 de groupe de Picard cyclique, 
dont Tensemble des points sur un corps des fonctions est Zariski-dense. Comme nous 
I'avons deja indique, on ne salt pas si une telle surface admet des endomorphismes 
rationnels de degre d > 1. 

Puisque Texemple de Voisin est hyperkahlerien, nous sommes naturellement 
amenes a I'etude des fibrations rationnelles (meromorplies) sur les varietes hy- 
perkahleriennes irreductibles, lorsque la fibre generique est de dimension de Ko- 
daira nulle (section 3). Les fibrations regulieres ont ete etudiees dans [Ml], oil des 
resultats tres precis sont obtenus. Notre resultat principal ici est le: 

Theoreme 3.6 Soit X hyperkdhlerienne irreductible projective de dimension 4, 
et f : X B une fibration a fibre generique de dimension de Kodaira nulle. Alors 
f possede un modele holomorphe, a un flop pres. 

Precisons la phrase "/ possede un modele holomorphe, a un flop pres": elle 
veut dire qu'il existe une X' hyperkahlerienne irreductible projective, et un flop 
a : X X', telle que fa~^ : X' B possede un modele holomorphe, c'est-a-dire 
qu'il existe une (3 : B --->• B*^ birationnelle avec f3fa~^ holomorphe. 

Apres un flop, la situation est done celle de |Mlj . En particulier, les fibres de la 
fibration initiale sont lagrangiennes, birationnelles a des surfaces abeliennes. 

La preuve repose sur les resultats de Wierzba ([Wj) et de Matsuki ( |Matj ). dont 
on deduit que, sur une X comme ci-dessus, tout diviseur sans composante fixe pent 
etre rendu nef a I'aide d'une suite finie de fiops de Mukai. 

Dans la section 5 nous avons rassemble quelques remarques sur la base d'une 
fibration meromorphe g : X --^ B avec X hyperkahlerienne irreductible . Notam- 
ment, nous observons que cette base B n'a pas de tenseur holomorphe covariant 
non trivial. Cette propriete entraine la connexite rationnelle de B si dim{B) < 3, 
et conjecturalement en toute dimension. 
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Finalement, dans la section 6, nous situons I'etude des endomorphismes / : 
X --^ X dans le cadre general de la classification des varietes kahleriennes com- 
pactes. 

On montre (theoreme 6.1) dans le cas general {X kalilerienne compacte) qu'un 
itere de / preserve le coeur de X, introduit dans [C2J. En particulier, si la /- 
orbite d'un point est Zariski dense dans X, alors X est speciale au sens de |C2j . En 
general, pour un certain N > 0, la. fibration : X T^, associee a par le 
theoreme 4.1, factorise le coeur de X. 



Quelques mois apres avoir termine la premiere version de ce texte (math. AG/0510299), 



nous avons lu Particle |M2j de D. Matsushita (math. AG/0601114), dont le sujet est 



tres lie au celui du notre. Ce travail de Matsushita nous a permis de generaliser 
notre Proposition 3.1. Le theoreme 3.6 pent, lui aussi, en etre deduit; mais nous 
avons neanmoins prefere exposer notre demonstration initiale. En effet, celle-ci est 
tres elementaire, et nous croyons que notre point de vue pent avoir une certaine 
utilite. Nous remercions D. Matsushita qui a attire notre attention sur |M2j . 

Avec un tres grand plaisir, nous dedions ce texte a Fedya Bogomolov, auteur de 
travaux fondateurs sur les varietes hyperkahleriennes et de nombreux autres sujets. 
Ses articles en collaboration avec Yuri Tschinkel sur la densite potentielle de points 
rationnels ont aussi ete une source d'inspiration. 

Notations et terminologie: 

On denote par n{X) la dimension canonique, ou de Kodaira, de X, et par k{X, L) 
la dimension d'litaka-Moishezon d'un fibre en droites L. 

Soient X, B normales. Une fibration est un morphisme surjectif f: X ^ B 
a fibres connexes. Une fibration rationnelle on meromorphe est une application 
rationnelle dominante g : X B k fibres connexes. Une fibre Xf, d'une fibration 
meromorphe g est {n{x)\x & T et f{x) = b}, oil T est la fermeture du graphe de g 
dans XxB,etTr: T—^X,f: T—^B sont les deux projections. Parfois on appelle 
aussi une fibre de g une fibre de la fibration Y—>-B,onY est une desingularisation 
de r. 

Nous dirons qu'une fibration est en varietes de type general, en courbes, en sous- 
varietes lagrangiennes, etc., si sa fibre generique est une variete de type general, une 
courbe, une sous-variete lagrangienne, etc. 

Toutes les varietes dans cet article sont compactes kahleriennes, et, dans les deux 
sections suivantes, elles sont, de plus, supposees projectives. 

Une variete hyperkdhlerienne irreductible, ou symplectique irreductible, est une 
variete lisse et simplement connexe X, telle que H'^{X,Q'j^) est engendre par une 
2-forme holomorphe a, partout non-degeneree sur X. Une telle variete est de di- 
mension paire 2n, de classe canonique triviale, et si n = 1, X est une surface K3. 

On notera parfois de la meme fagon un diviseur de Cartier et le fibre en droites 



4 



correspondant. Pour un tel diviseur D, \D\ denote le systeme lineaire complet 
associe. 

"General" veut dire "en dehors d'une reunion denombrable de fermes analytiques 
stricts; "generique" veut dire "en dehors d'un ferme analytique strict" . 

Une fibration meromorphe est dite presque holomorphe si sa fibre generique ne 
rencontre pas le lieu d'indetermination. 

2 Fibrations sur les varietes K-triviales generales 

Toute varietc projective X est birationnelle a une fibration en diviseurs de base P^: 
il suffit de considerer un pinceau de sections P C \L\ d'un fibre en droites L. Si 
Kx = et si L est ample, les membres hsses de |L| sont de type general. Cependant, 
il se peut que P n'ait aucun membre lisse. 

Theoreme 2.1 SoitX une variete lisse projective, telle queKx — etNS{X) = 
Z. Alors toute fibration rationnelle g : X B, < dim{B) < dim{X), est en 
varietes de type general. 

Preuve: Soit g une telle fibration. La resolution des singularites fournit alors 
une variete lisse projective Y , une fibration f -.Y ^ B eiun morphisme birationnel 
TT : F ^ X: 

Y 

/ \ 

X B 

Soit H un diviseur trcs ample sur B ct L = n^f*!! (on rappelle qu'ici, tt^, est 
considcrc au sens dc cycles; comme X est lisse, L est un diviseur de Cartier), de 
sorte que I'appUcation g est donnee par un systeme lineaire U C \L\. On a alors 

i 

Oil les Ei sont les diviseurs 7r-exceptionnels et > 0. D'autre part, puisque X est 
lisse et K-triviale, 

i 

avec Cj strictement positifs. La restriction a la fibre generique F de f donne 

7r*L\F = ^ajE'ili?; Kp = y^^ejEjlp, 

i i 

puisque le fibre normal de F dans Y est trivial. Mais, comme tous les sont 
strictement positifs, il existe un entier positif m tel que 7r*L|i;' < mKp, c'est-a-dire, 
rnKp — 7r*L\F est effectif. Ceci implique 

K(F,7r*L\F) < k{F). 
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Rappellons maintenant que NS{X) = Z, et que, par construction, L est un 
diviseur effectif et non-nul. Done L est ample, k{F,'k*L\p) — dim[F), et k{F) — 
dim{F). 

Corollaire 2.2 Soit X comme dans le theoreme 2.1, et h : X X un endo- 
morphisme rationnel de degre > 1. Alors h ne preserve pas de fibration non-triviale. 

En effet, les varietes de type general ne possedent pas d'endomorphismes ra- 
tionnels de degre > 1. 

Veiriantes et remcirques: 

1) L'argument de la demonstration du theoreme 2.1 montre aussi la variante 
suivante: 

Soit X telle que k{X) > 0, L un fibre en droites sur X , et U C \L\ un systeme 
lineaire definissant une fibration rationnelle g : X ---» B. Si F est une fibre 
generique de g, alors 

k{X, L) < dim{B) + k{F) < dim{U) + k{F). 

De plus, un leger raffinement de cet argument permet de preciser le theoreme 
2.1 comme suit: 

Theoreme 2.3 Soit X compacte kdhlerienne telle que Kx — 0. Soit g : X B 
une fibration meromorphe avec B projective, et L :— 7r*(/*(if)) e Pic{X), H ample 
sur B. Si F est la fibre generique d'une resolution f : Y ^ B, alors k{X,L) — 
dim{B) + k{F). 

Demonstration: On conserve les notations introduites dans la demonstration 
de 2.1. Soit E' un Q-diviseur effectif et vr-exceptionnel arbitraire sur Y. Alors 
K.{Y,7T*{L) + E') = k{X,L) = K.{Y, TT* (L)) , par le theoreme d'Hartogs (qui permet 
d'etendre a X les sections de mL, m > entier, definies sur I'ouvert au-dessus 
duquel tt est un isomorphisme) . On peut choisir E' tel que n*{L) + E' — f*{H) + D 
ou D — YliidiEi avec > pour tout i, de sorte que D contient tout diviseur 
TT-exceptionnel. Comme dans 2.1, on a i^{F) = k{F,D\f) — k{F, [f*[H) + D)\f)- 
La conclusion resulte done du lemme suivant: 

Lemme 2.4 Soit f : Y ^ B une fibration holomorphe, avec Y une variete 
complexe compacte et B projective. Soit H un fibre en droites ample sur B et D un 
Q-diviseur effectif sur Y. Alors, pour F la fibre generique de f, 

k{Y, f*{H) + D)^ dim{B) + k{F, D\f) 

Preuve: Puisque D est effectif, la reduction d'litaka I . Y ^ Z de f*{H) + D 
factorise /. On en deduit que la fibre generique de / coincide avec celle de Ip, la 
reduction d'litaka de {f*{H) + D)\f = D\f. Lemme 2.5 en resulte immediatement. 
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2) Ce meme argument s'applique aussi lorsque X est Q-factorielle a singularites 
terminales (le diviseur L est alors Q-Cartier, et son image inverse et sa dimension 
d'litaka-Moishezon sont done definies; et les "discrepances" des diviseurs exception- 
nels sont toujours strictement positives). 

Cependant, il existe des varietes ii'-triviales a points doubles, a groupe de Picard 
cyclique, admettant une fibration rationnelle non triviale en varietes de k nulle: telle 
est la quintique de Horrocks-Mumford ( [Borj ) . Nous remercions B. Hassett pour nous 
avoir signale cet exemple. 

3) Une variete i^-triviale pent etre non trivialement dominee par une famille de 
varietes de dimension canonique nulle: par exemple, toute surface K3 est (generiquement) 
recouverte par des courbes elliptiques (en general singulieres, |MM] ). Si le groupe 

de Picard est cyclique, une telle famille ne fournit cependant jamais de fibration 
meromorphe. 

3 Fibrations sur les varietes hyperkahleriennes 

Les exemples de C. Voisin (mentionnes dans I'introduction) de dimension minimale 
(quatre) sont hyperkahleriens irreductibles. II est done interessant de comprendre 
les fibrations meromorphes sur les varietes hyperkahleriennes irreductibles, dont 
les fibres ne sont pas de type general. A I'aide de la fibration d'litaka-Moishezon 
relative, on se ramene aux fibrations meromorphes dont les fibres generiques sont de 
dimension canonique nulle. 

De tels exemples existent pour les varietes plus speciales (de nombre de Picard 
2 au moins), tels HillP{S) pour certaines surfaces S de type K3 (voir par exemple 
[HTlj ). Les exemples connus sont des fibrations en tores lagrangiens de dimension 
moitie. 

Dans (Mlj . il est demontre que si X est hyperkahlerienne irreductible projective 
de dimension 2n et / : X ^ i? est une fibration reguliere, alors la fibre generique de 
/ est un tore lagrangien de dimension n, Pic{B) = Z et B est Q-Fano a singularites 
log-terminales Q-factorielles. 

On pent esperer que si g : X B est seulement rationnelle a fibres de dimension 
de Kodaira nulle, la situation reste semblable a celle de [Mlj . 

Question 3.0: Si g : X --->■ B est une fibration rationnelle non triviale, avec X 
hyperkahlerienne irreductible et projective, a fibre generique F telle que n{F) = 0, 
alors les proprietes suivantes sont-elles satisfaites? 

1. 2dim{B) = dim{X) 

2. F est lagrangienne, et birationnelle a une variete abelienne. 

Montrons d'abord qu'une telle fibration est donnee par des sections d'un fibre 
en droites L tel que L^.'^^^^) = Q. 
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Soit g : X --■> B comme ci-dessus. On fixe H G Pic{B) engendre par ses 
sections, et soit L = g*H. Plus precisement, comme dans la premiere section, 
L = 7r*/*if, oil 

Y 

f 

/ \ 
X --^ B 

est une resolution du lieu d'indetermination de g (avec Y lisse). On a alors tt*L = 
f*H + ^ aiEi avec Ei vr-exceptionnels, Oj > 0. 

On denote par a la forme symplectique sur X. Soit q la forme quadratique de 
Beauville-Bogomolov sur M). On rappelle (voir par exemple |Hlj ) que pour 

a de type (1, 1), 

g(a) = c j a\aaY-\ 

oil c est une constante positive, et qu'il existe une autre constante c' telle que pour 
tout a, a^ri = c'q{AY. 

Proposition 3.1 1) La classe du fibre en droites L dans H'^{X,M.) est isotrope 
par rapport a la forme q. Par consequent, L<^^™-(^) = Q, 

2) Soit maintenant g : X --->■ B une application donnee par un systeme lineaire 
de sections d'un fibre en droites L, q{L) = 0. Alors la fibre generique de g n'est pas 
de type general. 

Preuve: Remarquons d'abord que L est sans composantes fixes, d'oii q{L) > 0. 
En effet, soient Li, L2 deux membres irreductibles distincts de |L|; ^ = Li fl L2 est 
done de codimension pure deux dans X. On a 

q{L) = c J L^aa^-' = c j (aa)"-^ > 

puisque (aa)"^^ est positive. 

Supposons q{L) > 0. Alors, selon |Bouckj . theoreme 4.3 (i), L est dans I'interieur 
du cone pseudo-effectif de X, done c'est un fibre "vaste", ou "grand" (traduction de 
big). II s'ensuit que pour la fibre generique F de /, 7i*L\p est vaste aussi. Comme 
on I'a deja remarque dans la demonstration du theoreme 2.1, pour un certain entier 
positif m, mKF — 7T*L\F est effectif. Done k(F) > k{F,7t*L\f) = dim{F), autrement 
dit, F est de type general, une contradiction. 

Reciproquement, etant donne un L sans composantes fixes, tel que q{L) = 0, 
on voit que k{L) < dim{X) (nous remercions S. Boucksom pour cette remarque): 
en effet, q{L, M) > pour tout M effectif. Si L est vaste, alors L = A + B avec 
A ample et B effectif. Par consequent, q{L) > q{A) > 0. Le second enonce du 
proposition 3.1 resulte done de 2.3. 

Remarque: Get argument est inspire par |M2j . Notre argument initial marchait 
modulo le programme de modeles minimaux (MMP) pour les varietes de dimension 
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de Kodaira nuUe en dimension < dim{X) — 1. Le MMP servait a trouver, par un 
point generique de X, une courbe C telle que LC = 0. On en deduisait q{L) = a 
I'aide de [H2] . 

Le corollaire suivant est motive par les exemples de Hassett et Tschinkel dans 
[HTlj : ils demontrent que Hilb'^{S), oii S est une surface K3 generique de degre 
2m^, m > 1, est isomorphe a une fibration en tores au-dessus de (si m = 1, il est 
clair que Hilb'^{S) est birationnelle a une telle fibration; en effet, S est un revetement 
double h : S ^ F^, et h induit g : Hilh'^{S) --^ (P^)*, ou pour Z generique, g{Z) 
est la droite de P^ contenant h{Z)). 

Corollaire 3.2 Soit S une surface K3 generique de degre d ^ 2m^, m E'L. Alors 
Hilh'^[S) n'est pas birationnelle a une fibration en varietes de dimension canonique 
nulle. 

En effet, si d ^ 2m^, alors la forme de Beauville-Bogomolov ne represente pas 
zero sur Pic{Hilb'^{S)). 

Par consequent, toute fibration meromorphe non- triviale de Hilb'^{S) comme 
dans le corollaire, est en varietes de type general. 

La proposition suivante est I'analogue du fait que, dans le cas oh g : X ^ B est 
holomorphe, Pic{B) = Z ([HI]): 

Proposition 3.3 Pour tout M G Pic{B), TT^f*M est proportionnel a L. 

Preuve: II suffit de demontrer I'enonce pour M tres ample, puisque de tels M 
engendrent Pic{B). Soit N = n^:f*M. On montre, comme dans la proposition 
precedente, que q{N) = 0; de plus, pour a, b assez grands, \aH + bM\ est tres ample, 
d'oii q{aL + bN) = pour a, b assez grands, et par consequent pour a, b arbitraires. 

On salt ( |Mlj ) que, pour A G Pic{X) ample et S G Pic{X) g-isotrope, EA^""^ = 
implique 5 = 0. Fixons A G Pic{X) ample; alors, pour un certain A G Q, 
{XL - M)A^"-^ = 0, d'ou la proposition. 

Voici encore une application immediate de la proposition 3.1: 

Proposition 3.4 La dimension de la fibre generique F de g est > n (ou 2n = 
dim{X) >A). 

Preuve: Supposons le contraire. Soit b = f{F), et soit V C T^B un sous-espace 
de codimension 2. Remplagons, si necessaire, H par IH avec / assez grand, et 
considerons deux diviseurs Hi,H2 G \H\ passant par b, tels que V = Tf,{Hi fl H2). 
Soient Li les transformees strictes des Hi sur X; comme = q{L) = c /i^nL2^^^''"~^' 
la restriction de a"'~^ a toute composante irreductible de Li fl L2 est nulle (sinon 
I'integrale serait strictement positive). Done la restriction de a a une telle com- 
posante est degeneree. Soit c G C = 7r(F) generique; done C est lisse en c et vr 
est un isomorphisme au voisinage de c. On en deduit que pour tout sous-espace W 
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de codimension 2 dans T^X, contenant T^C ^ la restriction de a kW est degeneree. 
Un calcul facile d'algebre lineaire montre alors que c'est impossible, puisque a est 
non- degeneree. 

Nous allons ensuite etudier en detail le cas dim{X) = 4. 

On se place done, jusqu'a la fin de cette partie, dans la situation suivante: 

(*) Soitg : X B une fibration rationnelle non triviale, avecX hyperkdhlerienne 
irreductible et projective de dimension 4, d fibre generique F telle que n{F) = 0. 
On garde les notations dejd introduites (Y , f , tt etc.). H designe un diviseur tres 
ample sur B, et L = Tx^f*H . 

On fera appel au resultat suivant de Wierzba (fWj): 

Theoreme (J. Wierzba) SoitX une variete hyperkdhlerienne irreductible pro- 
jective de dimension 4 et D un diviseur sans composante fixe sur X . II existe une 
autre variete hyperkdhlerienne irreductible projective X' de dimension 4 et une ap- 
plication birationnelle (j) : X --->• X' , telle que la transformee stricte D' = (p^D est 
nef sur X' . De plus, est un produit fini de flops de Mukai (projectifs). 

Remarque: B. Fu nous a signale que la preuve de [W] est incomplete; mais 
que I'erreur se trouve dans I'argument de la terminaison de fiops. Puisque cette 
terminaison est demontre en dimension 4 par Matsuki ([Mat]), nous pouvons utiliser 
ce resultat. 

Soit done g : X --^ B notre fibration donnee par un systeme lineaire U C 
|L|; considerons : X ---> X' comme dans le theoreme de Wierzba; cj) est un 
isomorphisme en codimension un. La transformee stricte L' = (p^L est nef; on 
a un systeme lineaire U' = (j)^U C \L'\ qui determine une fibration rationnelle 
g' : X' --->• B' . La fibre generique de g' est birationnelle a celle de g. De plus, L' est 
isotrope pour la forme de Beauville-Bogomolov. 

Autrement dit, pour comprendre la fibre generique vr(F) de (/, on pent supposer 
que L est nef. 

Lemme 3.5 Dans la situation {*), g est presque holomorphe si L = Ti^f*H est 

nef. 

Preuve: Ecrivons ■k*L = f*H + Y^^aiEi, a-i > 0; 7r*L est nef, done J^i^i^i ^st 
/-nef: C^iCiiEi\p) ■ C >0 pour tout courbe C dans une fibre de /. En particulier, 
"^■aiEilp est nef sur F. Mais cette somme est supportee par le diviseur canonique 
de F, et k{F) = 0. Comme dim{X) = 4, on a dim{F) = 2 ou 3; F possede done un 
modele minimal Fq, et il y a un diagramme 
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F 

/I h 




avec fi et h des morphismes birationnels. Le diviseur yU*(X]j caEilp) est nef, supporte 
par une partie du diviseur canonique de F. Le diviseur canonique de F est contracte 
par h. Un diviseur nef et contractible est nul. Done fi*{^^aiEi\p) est nul, et 
Ei n F = des que Ei intervient dans tt*L. Done g est presque holomorphe: 
en effet, aucune courbe C vr-exceptionnelle mais non /-exceptionnelle ne rencontre 
F (puisque (Yli'^iEi)^ < 0); ce qui implique que vr(F) ne rencontre pas le lieu 
d'indetermination. 



Remarques: 1) L 'implication "si L est nef, alors g est presque holomorphe" est 
vraie en toute dimension modulo le programme de modeles minimaux (MMP). De 
plus, dans ce cas, MMP ramene notre situation a celle de jM2 ]: k(-F) = implique 
alors que la dimension numerique de L n'est pas maximale. Comme on I'a deja dit 
dans I'introduction, nous allons cependant continuer notre demonstration, qui pent 
presenter un interet independant. 

2) On voit deja facilement que la fibre F est de dimension 2 (la proposition 3.4 
et la presque- holomorphie de F empechant dim{B) = 1) et que F est lagrangien 
(I'argument de 3.4), et est par consequent un tore (theoreme de Liouville sur les 
systemes integrables, [Arnj . p. 271). Nous allons demontrer un resultat plus precis: 

Theoreme 3.6 Si L est nef, g possede un modele holomorphe, c'est-d-dire qu'il 
existe une application birationnelle ip : B --^ Bq, telle que ipg est reguliere. Ainsi, 
toute fibration X --^ B a fibre generique de dimension de Kodaira nulle possede un 
modele holomorphe a un flop pres. 

Par consequent, la reponse a la question 3.0 est positive en dimension 4: le cas 
holomorphe etant vrai par )Mlj . 

Avant de commencer la demonstration, etablissons un lemme technique facile: 

Lemme 3.7 Soit f : X ^ B une fibration holomorphe (on suppose X, B 
normales projectives mais pas necessairement lisses; a fortiori, on ne suppose pas, 
dans ce lemme, que X est symplectique de dimension 4)- Soit E un diviseur de 
Cartier effectif sur X , ne dominant pas B et f-nef. Alors, pour chaque composante 
irreductible A C f{Supp{E)) de codimension 1 dans B, Supp{E) contient f~^{a) 
pour a & A generique. 

Preuve: Soit r : X' X une desingularisation. Alors r*{E) satisfait a la 
condition du lemme, et la conclusion pour r*{E) entraine celle pour E; on pent 
done supposer que X est lisse. B etant normale, une courbe generique ample H sur 
B est lisse, ainsi que V = f~^H, qui est une fibration au-dessus de H dont toutes les 
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fibres ont la meme dimension. Alors H coupe toute composante A C Supp{f{E)) 
de codimension 1 dans B au point generique de A. Soit S une surface ample assez 
generale sur V; f\s ■ S ^ H est une fibration d'une surface lisse sur une courbe 
lisse. La restriction de E sur S est nef, et supportee sur des fibres de f\s- Le 
lemme de Zariski ( [BP V] . p. 90) implique que E\s = /I5-D avec D G Pic{H). Done 
E\s contient toute composante irreductible de toute fibre de fs qui le supporte; par 
construction, la meme chose est vraie pour E au-dessus d'un point generique de A. 



Demonstration du theoreme 3.6: 
Ecrivons 7r*L = f*H + E, 



Y 

f 



X --^ B, 



on E est vr-exceptionnel effectif et H est tres ample. Le diviseur E a des composantes 
de deux types differents: celles qui se projettent sur une courbe de B, et celles dont 
I'image par / est un point (autrement dit, supportees sur des fibres de dimension 3 
de /). 

Ecrivons E = E' + E" de sorte que I'ensemble f{E") est fini, et / est de dimen- 
sion relative pure egale a 2 sur Supp{E'). On a la decomposition en composantes 
irreductibles Supp{E') = UE[] soit A = /(^D- 

Nous aimerions construire une application birationnelle de B dans la variete 
de Chow de X qui contracte les Dj, en faisant correspondre le cycle 7r*([y6]) a 
b & B. Nous avons un obstacle pour ce faire: les fibres de / ne sont pas forcement 
toutes de dimension 2. Apres applatissement geometrique et normalisation, on a un 
diagramme commutatif 

Y ^ Y 
f f 
/ \ \ 
X --^ B B, 

avec f5 birationnel, B normal, Y la normalisation de la composante irreductible 
de Y Xb B qui domine B (en general, il y a d'autres composantes, ne dominant 
pas B, qui proviennent de fibres de dimension 3 quand on eclate la base au point 
correspondant), et toutes les fibres de / de dimension 2. Par |Bar2j . nous avons un 
morphisme p : B ^ Chow{X), b 1-^ (7r7r)*([l^]). 

Soit Bq = Im{p)] nous affirmons que I'apphcation p(3~^g : X Bq est holo- 
morphe. 

Regardons d'abord I'apphcation I3~^g : X — ■> B. L'egalite 7r*L = f*H + E 
fournit 

n*TT*L = n*f*H + n*E = if)*l3*H + n*E, 
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de sorte que L = {'Kn)^{f)*{P*H). Le diviseur P*H n'est pas, en general, tres ample, 
on ne pent done pas affirmer que P~^g est donnee par des sections de L; mais, d'apres 
la proposition 3.3, pour un H tres ample sur B, M = (7r7f)*(/)*if est proportionnel 
a L, done a nouveau nef. Nous avons (7r7f)*M = {f)*H+E on E est Trvr-exceptionnel 
et ne domine pas B. De plus, il est /-nef parce que M est nef. Toute composante 
Ei de E se projette par / sur une courbe Di C B. 

On applique maintenant le lemme 3.7: du moins au point generique d de chaque 
Di, la fibre de / est toute entiere dans le support de E. 

Ceci veut dire que p{d) est un cycle supporte par le lieu exceptionnel Z de vrvr. 
Comme Z est de dimension deux, I'ensemble des valeurs possibles de p{d) est discret. 
Done p{d) est constant quand d parcourt Df, autrement dit, p contracte les Di. 

Soit maintenant x un point d'indetermination de pf3~^g. Alors il existe une 
courbe irreductible C sur Y, telle que 7in{C) = x et C n'est pas contractee par pf. 
En particulier, C n'est pas contractee par /. Comme {7in)*M ■ C = et H est tres 
ample, on doit avoir E-C < 0, done C C Supp{E). Par consequent, /(C) = Di pour 
un certain z, et done /(C) est contracte par p, ce qui est absurde. Nous avons done 
demontre que le lieu d'indetermination de p(3~^g est vide, autrement dit, p(3~^g est 
holomorphe. On pent done prendre pl3~^ pour ip, C. Q. F. D. 

Remarques: 

1) Une version d'une conjecture bien connue depuis quelques annees dit qu'une 
fibre en droites L nef, non-nul et tel que q{L) = definit une fibration lagrangienne 
(holomorphe) d'une X hyperkahlerienne. Ici, nous I'avons demontre en dimension 
4, avec une hypothese supplementaire que L a du moins un faisceau de sections. 

2) L' argument sur la variete de Chow se generalise-t-il en dimension quelconque? 
II suffirait, pour une telle generalisation, d'avoir dim{I{g)) < dim{X)/2, avec I{g) 
le lieu d'indetermination de g, lorsque L est nef. Une telle generalisation eviterait 
d'invoquer le resultat difficile de |Kawj dans [M2j . 

3) Si (7 : X 5 est holomorphe, B est une surface Q-Fano a nombre de Pi- 
card 1, a singularites log-terminales et Q-factorielles ([Ml]). On pent se demander 
s'il s'agit toujours de P^. On pent verifier facilement que c'est le cas si toute fibre 
de 5^ a une composante reduite. De plus, le lieu lisse de B est simplement con- 
nexe. Effectivement, puisque toutes les fibres de g sont de dimension 2 par [M3j . 
g~^{Sing{B)) est de codimension 2 dans X (si non-vide), done X — g~^{Sing{B)) 
est, tout comme X, simplement connexe; ce qui, par la connexite des fibres de g, 
implique que B — Sing[B) est simplement connexe. 

4 Fibration associee a un endomorphisme 

Soit X une variete kahlerienne compacte et connexe de dimension complexe n, et / : 
X --^ X mi endomorphisme meromorphe dominant de X. Pour x & X general (i.e: 
dans une intersection denombrable d'ouverts de Zariski denses de X), I'application 
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est holomorphe en x pour tout entier m > 0. On appelle alors I'cnscmble des 
f"^{x),m > la /-orbite de x, et on note Z^{x) (on simplement Z^{x)) I'adherence 
de Zariski de cette /-orbite dans X. (Par un fermc (resp. un ouvert) de Zariski sur 
X, nous entendons un ferme (resp. un ouvert) analytique. Lorsque X est projective, 
c'est la topologie de Zariski "usuelle" .) 

On se propose de demontrer le resultat suivant: 

Theoreme 4.1 Dans la situation precedente, il existe une application meromorphe 
dominante g : X T telle que: 
1- 9°f = 9 

2. Pour x & X general, la fibre de g passant par x est egale a {x) . 

En appliquant la decomposition de Stein, on obtient une fibration meromorphe 
(possiblement triviale) preservee par une certaine puissance de /. 

Remcirques: 

1. Si en un point a de X, toutes les iterees j'^ia) de a par / sont definies, et si 
elles sont Zariski-denses dans X, il en est done de meme pour un point general de 
X. 

2. Si X et / sont definis sur un corps de nombres, et si la /-orbite d'un point 
a de X (au sens precedent) est Zariski-dense, on aimerait savoir si Ton peut choisir 
a defini sur un corps de nombres (auquel cas X serait potentiellement dense). Ceci 
semble plausible, mais ne peut pas etre demontre par les methodes utilisees ici, 
puisque les points dc X definis sur Q ne sont pas generaux. 

3. Si / est de degre o? > 1, alors X, ainsi que la fibre generale de g^ ne sont 
pas de type general (comme on I'a deja remarquc, les varietes de type general ne 
possedent pas d'endomorphisme de degre > 1). 

4. On a dim{T) — dim{X) si et seulement si / est d'ordre fini. 

Pour la demonstration, nous avons besoin de quelques preliminaires. 
VEiriantes de la notion d'image pEir /: 

Nous allons en utiliser trois. Soit X' <Z X x X \e graphe de /, et p, g : X' — > X 
les projections (de sorte que f — q op'^). Ainsi p est une modification propre, et q 
est generiquement finie. 

1) Image totale: si A C X, on note f*{A) := qop~^(A), et f^^{A) := poq~'^(A); 

2) Image "usuelle": f{A) est forme des y E X pour lesquels il existe x E X tel 
que / est defini en x et f{x) — y; 

3) Image "propre" : pour A G X ferme de Zariski , sans composantc irrcductible 
dans le lieu d'indetermination de /, f{A) est la fermeture de Zariski de f{A) dans 
X. 

On obscrvcra que A fl f^^{B) 7^ si ct sculcmcnt si f^{A) H 5 ^ 0. 
Si A est un ferme de Zariski (dans X), f\{A), f^^{A) le sont aussi. 
Si, de plus, A^ X, alors f*{A), f~^{A) sont aussi des fermes de Zariski stricts 
de X (car p, q sont generiquement finies) . 
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Lieux d'indetermination: 



Soit J' C X' definis respectivement par: 
/' := {x' G X'\p non submersivc cn ct: 
J' := {x' G X'\p ou q non submersive en x'}. 
Alors: /' C J'. 

On pose / := p{I'), J ■— p{J')' ils sont fermes de Zariski dans X, par le theoreme 
de Remmert; / est le lieu d'indetermination de /; et J est le lieu en lequel / n'est 
pas simultanement holomorphe et submersive. 

Posons Joo = Umezif*)""!, et Joe = li,nezif*)"'J- 
Soient X+ = X - I^o, et X^o = X - J^o- 

Ainsi, /™ est holomorphe et submersive en x pour tout m > si a; G X^; de 
plus, Xoo est /-invariante. 

Adherence de Zariski des f-orbites: 

Pour X G Xoo, on notcra Z^{x) I'adherence de Zariski dans X de la /-orbite de 
X (constituee des /'"(x), pour m > 0). Soit d{x) = dim{Z^{x)). 

Aucune composante irreductible de Z'^{x) n'est contenue dans loo, ni done dans 

I. 

On a alors 

= Z+(/(x)) C 

On note Z{x) la reunion des composantes irreductibles de Z^{x) qui sont de 
dimension d{x). 

Puisque / est generiquement submersive le long de la /-orbite de x si x G X^, 
on a aussi: 

f{Z{x))^Z{f{x))^Z{x). 

La suite des {fy{Z^{x)) — Z'^{p{x)) est done decroissante pour I'inclusion, et 
par consequent stationnaire. Soit m(x) le plus petit des entiers j > tels que 

z+{f{x)) = z+{r+\x)) = z+{r^^\x)). 

Cette egalite est done satisfaite pour tout j > m{x). 

Autrement dit, Z~^{y) — Z{y) — f{Z{y)) si y — f^{x), pour tout j > m(x), et 
tout X G X^. 

Pour d, m entiers positifs, on notera X^ I'ensemble des x G X^o tels que d{x) — 
d, et m(x) = m. 

Pour y G X^"*, nous avons done I'egahte que nous appellerons "(Z = Z+)": 

Z{r{y)) = Z+{r{y)). 
Categories de Baire analytiques: 
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On dira que E d X est de premiere categorie de Baire analytique dans X (ce 
qui sera note: E G S{X)) si E n'est pas contenu dans une reunion denombrable 
de fermes analytiques d'interieurs vides de X. Nous dirons aussi que F C X est 
negligeable, si F ^ ^{^)- 

Exemples: 

1. Si E ^ alors E e B{X), oh E est le complement aire de E dans X . 

2. Si E est reunion denombrable des Em, et si G S{X), alors I'un au moins 
des Em G B{X). 

3. Done Xoo G B{X), et Fun au moins des X^™ G B{X). 

Lemme 4.2: Si A C X^ E B{X), alors G pour tout m > 0. 

Demonstration: Sinon, on aurait: f^{A) C U^~|^-Bj, les Bj etant des fermes 
de Zariski stricts dans X. Done A C U^l|^((/*)^"*(-Bj)). Contradiction, puisque 
A G S(X). 

Corollaire 4.3: // existe d, m tels que si R = Rd,m e.st la reunion des Z{x), pour 
X G X^™, alors R G B{X). 

Demonstration: En effet, R contient /'"(X^™), et /™(X^™) G i3(X), par le 
lemme et I'exemple 3 ci-dessus. 

L'espace des cycles: 

Soit C(X) l'espace des cycles analytiques compacts de dimension pure d'un es- 
pace analytique complexe ( [Barlj ): lorsque X est projectif, il s'agit simplement de 
la variete de Chow de X. 

Si X est compacte kahlerienne, les composantes connexes de X sont compactes 

Si t G C(X), on notera Zt le cycle analytique compact et de dimension pure 
parametre par t. 

Soit T un sous-ensemble analytique compact et irreductible de C(X) dont le 
point generique t parametre un cycle dont les composantes irreductibles sont 
toutes de multiplicite 1 et non contenues dans I. 

On notera G = Gt G T x X son graphe d'incidence, r = : G ^ X et 
s = St '■ G T les projections. On notera aussi Lt '■= rTiGx) C X le lieu de T. 

On dira que Zt est /-stable si aucune composante de Zt n'est contenue dans /, 
et si f{Zt) = Zt, oil / designe I'image propre de Zt par /. 

Par exemple, si x G f"^{X^), alors Z{x) est /-stable de dimension d. 

Lemme 4.4: Soit Cf^stabi^) Vensemhle des t G C(X) tels que Zt soit f -stable, 
et soit Cf-stab{X) son adherence de Zariski dans C{X). 

Alors: pourtoute composante irreductible T deCf-stab{X), ^intersection Tf^stab '■ = 
T n C/_stab(X) contient un ouvert de Zariski (non vide) de T. 
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(De sorte que Tf_stab est Zariski dense dans T et le point generique t de T 
parametre un cycle /-stable) 

Demonstration: D'abord, il est clair que "nc pas avoir de composante dans /" 
et "etre reduit" sont des conditions ouvertes (de Zariski). 

Soit G" C T X X la fermeture de Zariski de G' = {idr x /)(G't). 

Apres aplatissement geometrique et modification de T, on pent supposer que G" 
est equidimensionnel sur T, normal. Done G" est le graphe d'incidence d'une famille 
analytique de cycles (generiquement images stricts de cycles de Gt), notes Z", de 
X, et parametree par T. Soit Ut I'ouvert de Zariski dense de T constitue des t tels 
que Z" et Zt sont reduits et n'ont pas de composante irreductible dans /. 

Alors Tf_sta.b^UT est cgal a (F+flF^), F+ (resp. F^) etant constitue des t pour 
lesquels Zt C Z" (resp. Z" C Zt). Puisque F+ et F~ sont des fermes de Zariski 
dans T, le lemme est demontre. 

Corollaire 4.5: // existe une famille denombrable de sous- ensembles analytiques 
compacts et irreductibles Tk,k > de C{X) tels que, pour chaque k, le membre 
generique Zf de soit f -stable, et tels que tout cycle f -stable de dimension pure 
de X soit parametre par un point de I'un des T^. 

Pour chaque k > 0, soit Lk le lieu de la famille T^. Rappelons que c'est un ferme 
de Zariski de X. 

On dira que est couvrante si — X. II existe des Tj. couvrantes (par exemple: 
celle reduite k Zt :— X. 

On utilise la notation Rd,m introduite dans le corollaire 4.3. 

Lemme 4.6: Pour chaque couple d'entiers {d,m) tel que Rd,m £ ^i^); existe 
un entier k >0 verifiant les proprietes suivantes: 

1. Tk est couvrante; 

2. II existe E^'"" e B{X), Ef"^ C f^iX^), tel que Z{x) = Zt, pour un certain 
t — t{x) e Tk, des que x e 

Demonstration: Soit L C X la reunion denombrable des Lk pour lesquels Tk n'est 
pas couvrante. On choisit (rf, m) tel que Rd^m ^ 'S(Ar). 11 existe un tel couple, par le 
corollaire 4.3. Soit E'^'™ = (/™(X^™)) fl {Rd,m — L). C'est un ensemble de premiere 
categoric de Baire analytique dans A, dont le complenientaire est negligeable dans 
f'^{X^). Alors, si X e E^'"^, Z{x) est un cycle de dimension pure d qui est /-stable, 
done parametre par un t G Tk(x), pour un certain k{x), et on a done: Z{x) — Zt. 
Si I'on note E'^'"^ I'ensemble des x G E'^,rn pQ^j^ lesquels t{x) G Tk, il existe (par 
denombrabilite de I'ensemble des k) au moins un k pour lequel E^'"" G B{X). On 
pose i^^'™ = ^^'"^ pour un tel k. La famille Tk est couvrante, puisque x & X — L, 
par hypothese, et E'^'"^ satisfait les proprietes annoncees. 
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Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme annonce au debut de cette 
partie. 

Preuve du theoreme 4-i: 

On choisit desormais k, d, m, E comme ci-dessus. On pose T := T^, et on note 
r : G ^ X, s : G ^ T \es projections , si G C T x X est le graphe d'incidence de 
la famille T = Tk. 

Demontrons les assertions suivantes: 

1. r est une modification propre. 

Soit g — s o : X --■> T: c'est une application meromorphe surjective de fibre 
generique Zf. 

2. 9°f = 9- 

3. Pour X & X general, Z{x) = Zg^^^. 

Montrons I'assertion 1. La surjectivite de r resulte de ce que T est couvrante. 
De plus, pour i e T generique, Z-t n'a aucune composante irreductible contenue dans 
/. On cn deduit que si r n'est pas bimeromorphe, et si x G X est generique (c.a.d. 
en dehors d'un ferme de Zariski strict), il existe (au moins) deux t ^ t' eT tels que 
x G n Zj/, avec Zt et Zti sans composante irreductible contenue dans /. 

Montrons maintenant que si x e E, E e B{X) adequat, alors la fibre de r au- 
dessus de x ne peut avoir deux tels points t,t'. Cette propriete entrainera bien que 
r est une modification propre. 

Nous choisissons x G E'^'"'' C /™(X^™), pour {d,m,k) et E'^'"^ comme dans le 
lemme precedent, et raisonnons par I'absurde. 

Soient t t' deux points distincts de T, tels done que: x E Zf Zt' Zf. On 
peut supposer, par notre choix de x, que Zf — Z{x). Puisque x — f"^{y),y G X^, 
on a: 

Zt = Z{x) = Zif'^iy)) = Z+if'^iy)) = Z+{x), ceci par I'egalite (Z = Z+). 
Done Zf n Zt' 7^ Zt contient x, et est /-stable; autrement dit, Zt fl Zf 7^ Zt 
contient Z^{x). 

Mais ceci contredit I'egalite Zt — Z'^{x). 
Done r est bien une modification propre. 

La propriete 2 resulte de ce que Zt est /-stable, pour t G T generique. 

Montrons la propriete 3: si elle n'est pas satisfaite, il existe un sous-ensemble 
U G B{X), tel que pour x E U, Z{x) C G{x), o\x G{x) denote (I'unique) fibre de 
g passant par x. Soit Uoo = U H Xqo, et t/^™ = U H X^. 11 existe un couple 
m\d' tel que C/^'"*' G i3(X), et done /™(t/^V) ^ js{X). De plus, pour y dans 
un sous- ensemble adequat (et dans B{X)) E' de /™(^7^''"'), nous avons toujours 
z{y) C G{y). 
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En repetant rargument du lemme 4.6 et de la preuve de la propriete 1, nous 
obtenons une seconde fibration /-invariante g' : X T', telle que la fibre G'{y) par 
y ^ E' coincide avec Z{y). Au meme temps, la fibre G'{x) par x E E = E'^'"^ contient 
Z~^{x) D Z{x), par /-invariance de g'. Ainsi, pour les sous-ensembles E, E' G B{X), 
on a: Z{x) = Zg^^^ C Zg>^^) = G'{x), pour x e E, et Z{y) = Zg>^y) C Zg(^y) = G{y), 
pour y G E'. Puisque ces inclusions definissent des sous-ensembles analytiques 
fermes de T, T', on a ainsi une contradiction si T ^ T' (en tant qu'une famille de 
cycles sur X). 

Nous avons done montre que la fibre G{x) de g passant par x G X general est 
egale a Z{x). Pour finir, remarquons que cette fibre contient Z^{x) par /-invariance; 
d'oii G{x) = Z{x) = Z'^i^x). Le theoreme est demontre. 

Pour conclure cette partie, considerons a nouveau I'exemple de Voisin: soit X = 
J-'iV) la variete des droites de V, cubique lisse dans P^. D'apres |BDj . nous avons 
un isomorphisme d'Abel-Jacobi 

H'^{V,Z) = H^{X,Z), 

induisant un isomorphisme de structures de Hodge. D'autre part, un resultat de 
Terasoma (pTJ) garantit I'existence d'une cubique lisse V definie sur un corps de 
nombres, et telle que if^'^(V") fl if^(V,Z) = Z. Ceci entraine evidemment la 

Proposition 4.7 // existe un X comme ci-dessus, defini sur un corps de nombres 
et tel que Pic{X) = Z. 

La /-orbite d'un point general (sur C) d'un tel X est Zariski-dense par les 
resultats de cet article. Si Ton pouvait obtenir un enonce semblable sur Q, on 
aurait la densite potentielle de points rationnels sur X. Mais il est clair que notre 
argument ne fonctionne pas sur Q, puisque nous considerons comme "negligeable" 
toute reunion denombrable de fermes stricts, et Q lui-meme est denombrable. II 
serait interessant de trouver des moyens de distinguer les reunions denombrables de 
fermes "arbitraires" des reunions denombrables "naturelles" de fermes, obtenues par 
exemple par une construction geometrique definie sur un corps de nombres a partir 
d'un seul ferme. 

Pour un corps non-denombrable F, car{F) = 0, la situation est differente. En 
effet, il est clair que, dans le Theoreme 4.1, on pent prendre pour X une variete 
projective (irreductible) sur F. On en deduit facilement de nouveaux exemples de 
la densite potentielle sur un corps de fonctions (cette observation est motivee par le 
texte [HT2] ): 

Proposition 4.8 Soit F un corps non-denombrable (par exemple, F = C{C), 
oil C est une courbe complexe). Soit X une variete lisse projective sur F , verifiant 



19 



Kx = 0, Pic{X) = Z, et munie d'un endomorphisme rationnel f : X --^ X de 
degre d > 1. Alors il existe une extension finie L de F, telle que I'ensemble X{L) 
est Zariski- dense dans X . 

En effet, les conditions Kx = 0, Pic{X) = Z assurent par 2.1 que / ne pent pas 
preserver une fibration non-triviale. Par 4.1, il existe done une reunion denombrable 
R de fermes de Zariski stricts de X tel que tout point x E X, x ^ R est de /-orbite 
definie et Zariski-dense. Puisque F n'est pas denombrable, R ne contient pas X{F). 
II existe done un point x G X dont I'orbite iteree est Zariski-dense, et il suffit de 
prendre pour L une extension finie de F sur laquelle X, x et f sont definis. 

Les exemples de Voisin fournissent tout de suite des varietes X sur F, F = C(C), 
non-isotriviales en tant que families sur C, satisfaisant les conditions de la proposi- 
tion 4.8. II suffit de prendre C C P(if°(P^, (9(3))) assez generale, et considerer la 
famille X ^ C, dont chaque fibre Xc est la variete de Fano des droites de la cubique 
Vc correspondant a c G C. On prend ensuite pour X la fibre generique geometrique 
Xp. 

Alternativement, on pent prendre Xc E Xc {c E C assez general), tel que la 
/c-orbite de Xc est Zariski-dense dans Xc (ici, fc denote 1' endomorphisme de Voisin 
de Xc). On choisit une multisection C passant par Xc, apres un changement de base 
C ^ C, les sections de X sont Zariski-denses, c'est-a-dire, les C(C)-points de Xp 
sont Zariski-denses. 



5 Base d'une fibration hyperkahlerienne 

Soit g : X B une fibration meromorphe, avec X hyperkahlerienne irreductible 
(non necessairement projective) de dimension complexe 2n, et B lisse kahlerienne. 
On suppose g non triviale: < dim{B) < 2n. Comme auparavant, on designe par 
cr la forme symplectique sur X. 

Question: B est-elle alors une variete rationnelle? 

Re marques: 

1. B est une variete projective. En effet, sinon elle admet une 2-forme holomor- 
phe non-nulle (consequence du critere de projectivite de Kodaira et de la decomposition 
de Hodge). Son image reciproque u par g est non-nulle et n'est pas de rang maximal. 
Ceci contredit le fait que X est irreductible (et done que m et a sont proportion- 
nelles) . 

2. Supposons que g ne soit pas presque holomorphe. Alors B est unireglee. Si 
done B n'est pas rationnellement connexe, et si r : i? ---> R est son quotient rationnel 
(voir [Clj . |KMMj ). alors R n'est pas unireglee par [GHSj . et h = rg : X R est 
une fibration non-triviale presque holomorphe. Ainsi, ou bien B est rationnellement 
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connexe, ou bien il existe sur X une fibration h : X --^ R non triviale et presque 
holomorphe. 

3. Si B est rationnelle, B est bien siir rationnellement connexe, et les tenseurs 
holomorphes covariants sur B s'annulent tons. Conjecturalement, cette propriete 
entraine la connexite rationnelle de B. 

Cette propriete d'annulation est effectivement verifiee, par une generalisation de 
I'argument tres simple de la remarque 1: 

Proposition 5.1 Soit g : X --■> B comme ci-dessus. Soient m > 0,]? > des 
entiers. 



La proposition resulte du lemme suivant: 

Lemme 5.2 Soit X hyperkahlerienne irreductible. Pourm,p des entiers stricte- 
ment positifs, Vapplication c : Sym"^{H^{X,Q^j^)) — > H^{X, Sym'^{Q^)) est un iso- 
morphisme. 

Le groupe H^{X, Sym"^{Q^)) est dona nul sip est impair, et est egal d C(cr^'^)®'" 
si p = 2q est pair. 

Ce lemme parait bien connu, resultant de I'existence d'une metrique de Kahler 
Ricci-plate sur X et du principe de Bochner (voir par exemple |Kob] pour un raison- 
nement semblable). 

Supposons maintenant qu'il existe s G H^{B, Sym"^{Q^Q)) non-nul. Soit 7^ 
s' := g*{s) G H^{X, Sym'^^ffj^)): ce tenseur est bien defini par le tlieoreme de 
Hartogs. Le lemme 5.2 montre que p = 2q est pair, et qu'il existe A G C, non nul, 
tel que s' = A(cr^'^)'^™. Mais un calcul standard en coordonnees locales montre que 
ceci est impossible des que dim{B) < 2n: au point generique x G X, on construit 
facilement un element r G (A^'^Tj.X)®™ annule par tons les g*{s) mais non par 



Si dim{B) = 2, cette annulation implique que B est rationnelle, par le critere 
de Castelnuovo. En general, on dit que i^+{B) = —00 si k{B') = —00 pour tout 
B' domine par B (c.a.d. tel qu'existe h : B B' meromorphe dominante). Le 
tlieoreme 5.1 implique, bien sur, que dans notre situation, n+{B) = —00. 

De I'existence du quotient rationnel ( |Clj . p<MMj ) et de |GHS] . on deduit que 
n+{B) = —00 si et seulement si B est rationnellement connexe, pourvu que les 
varietes de dimension < dim{B) avec k = —00 soient unireglees. Comme cette 
assertion est demontree en dimension 3, nous avons: 

Corollaire 5.3 Si g : X ---> B est comme ci-dessus, B est rationnelle si 
dim{B) = 2, et B est rationnellement connexe si dim{B) = 3. 



Alors H^{B, Syrrf^iSfj^)) = 0. 
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6 Endomorphismes et classification 



Soit X une variete Kahlerienne compacte lisse et connexe, et so it / : X ---> X un 
endomorphisme meromorphe dominant de X de degre d > 1. On se propose ici de 
montrer que / respecte certaines fibrations intrinsequement attachees a X. 

Parmi celles-ci, figurent le quotient rationnel r : X R ( IClj . pTMM] ). la 
fibration d'litaka-Moishezon : X --■> J (si k{X) > 0) , et le coeur c : X C 
( |C2j .3.1.3.3. p. 544; 5.8, p. 579). lis sont definis a equivalence bimeromorphe pres 
seulement. Nous modifierons done les modeles choisis au gre des besoins. 

Proposition 6.0 Dans la situation precedente, il existe des endomorphismes 
dominants Vf : R R et (pf : J J, tels que r o f = r f o r et(j)of = (j)j-or . 
De plus, (f)f : J ^ J est bimeromorphe. 

Demonstration: Soit F une fibre generale de r. Alors F est rationnellement 
connexe. Done f{F) Vest aussi; de plus, dim{F) = dim{f{F)). De la propriete 
universelle du quotient rationnel resulte done que f{F) est une fibre de r. 

Considerons maintenant la fibration (p. L 'application / induit, par image reciproque, 
un automorphisme de H^{X, mKx) pour tout m entier. En effet, I'image reciproque 
envoit injectivement, et done surjectivement, H^{X,mKx) dans lui-meme. Nous 
avons alors, pour un certain m, un diagramme commutatif 

X ^ ¥{H%X,mKx)*) 

fi I 

X ^ ¥{H\X,mKx)*) 

L'application (pf est la restriction sur J = Im{(f)) de la seconde fieche verti- 
cale (I'automorphisme correspondant de P(if''(X, mi^'x)*))- EUe est evidemment 
bimeromorphe. 

Remarque: La structure de pent etre arbitrairement compliquee comme des 
exemples tres simples (produits) le montrent. 

Pour le "coeur" , qui "scinde" naturellement la structure de X en ses deux com- 
posantes antithetiques ("speciale" et " de type general"), la situation est tres claire: 

Theoreme 6.1 Soit X une variete kahlerienne compacte lisse et connexe, et 
c : X ^ C le "coeur" de X . Si f : X --->• X est un endomorphisme meromorphe 
dominant de X de degre d > 1, alors: 

1. II existe Cf : C ---> C bimeromorphe telle que c o f = Cf o c; 

2. II existe N > entier tel que preserve c (ie: c o = c). 
En particulier: 
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3. c se factorise par I 'application '■ X --^ T/v du theoreme 4-1 correspondant 
a une certaine puissance de f ; 

4- Si Vapplication '■ X T^r est constante (autrement dit, si un point x 
de X a une f-orbite Zariski dense dans X), alors X est "speciale" au sens de IC^ . 
2.1, p. 527. 

Demonstration: Les proprietes 3 et 4 sont des consequences immediates des 
proprietes 1 et 2 que nous montrons maintenant. 

Rappelons que les fibres generales de c sont speciales et sa base orbifolde de 
type general (proprietes qui determinent c). Comme Fimage de fibre generale de 
c, par / est speciale et de meme dimension que F, f{S) doit etre une fibre de c (par 
construction de c). D'oii I'existence de c/ telle que c o f = Cf o c. 

II reste a voir que c/ est bimeromorphe et d'ordre fini (c.a.d. que (c/)^ = idc, 
pour un > adequat). 

Pour la premiere assertion (c/ bimeromorphe), rappelons que si (C/A(c)) est la 
base orbifolde de c, et si p := dim{C) > 0, alors Lx '■= \c*{Kc + A(c))] C Qx ^^t 
(sur un modele bimeromorphe adequat) localement libre de rang 1, et de dimension 
de Moishezon-Iitaka egale hp (autrement dit: un faisceau de Bogomolov). Voir [C2] . 
Section 2.6 pour details. 

Un tel faisceau Lx est unique, puisque Ton a unicite du "coeur" c, et que Lx 
est determine par c. Done f*{mLx) C mLx, pour tout entier m > 0. Autrement 
dit, /* induit un automorphisme de H^{X,mLx). Puisque, pour m assez grand 
et divisible, le systeme lineaire (disons, de dimension M) fournit c, nous 

pouvons conclure, par le meme diagramme que dans la preuve du 6.0, qu'il existe 
g G PGl{M + 1, C) avec g o c = c o f . L'application c/, bimeromorphe, est la 
restriction de g sur I'image C de c. 

Pour demontrer la finitude, etablissons les lemmes suivants (dont le second est 
une generalisation orbifolde directe de (lU]), 14.3), montrant que le groupe des 
automorphismes bimeromorphes d'une variete de type general est fini: 

Lemme 6.2 Dans la situation precedente, g^{A{c)) = A(c). (Autrement dit: 
I 'automorphisme g preserve la base orbifolde de c) 

Demonstration: Soit u : X' —>■ X une modification, avec X' lisse, telle que 
f := f o u : X' X soit holomorphe. 

Nous avons: g^{A{c)) = A{g o c) = A{g o c o u) = A(c o /') > A(c), oii, pour 
des Q-diviseurs A, B, A > B signifie que A — B est effectif ou nul. Puisque g est un 
automorphisme de C, ceci entraine que g^{A{c)) = A(c). 

Lemme 6.3 Soit c : X C G P^^ le modele precedent du coeur de X , fourni 
par le systeme lineaire mLx, pour m > assez grand et divisible. Le groupe Gx des 
g G ¥GL{M + 1, C) preservant C , tels que g^{A{c)) = A(c), est fini. 
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Demonstration: Soit He le sous-groupe des g G P(jL(M + 1, C) preservant C. 
Le groupe Gx s'injecte naturellement dans He- Le theoreme 14.1 de [U] (base sur 
un resultat de Rosenlicht) montre que si He n'est pas fini, il contient un sous-groupe 
lineaire algebrique K C PG'L(2,C) de dimension 1, et que C est bimeromorphe a 
xP^, pour une certaine variete W . Ceci de telle sorte que les sous-varietes {lu} xP^ 
soient les adherences de Zariski des orbites de K agissant sur C. Changeant de 
modele bimeromorphe pour X et c, nous supposerons que c' : X — >• C" = x P^ est 
le coeur de X. Le diviseur canonique orbifolde Kc + A(c') de la base orbifolde de c' 
est done encore de type general (puisque le coeur est une fibration de type general, 
ce qui signifie que les bases orbifoldes de tous ses modeles bimeromorphes sont de 
type general), de sorte que pour w & W generique, {w} x P^ rencontre le support 
de A(c) en au moins 3 points. Par ailleurs Taction naturelle de C PGL(2, C) sur 
{w} X P^ doit preserver ce support, d'apres 6.2. On a done une contradiction, et 
ainsi la finitude de Gx- 

Les deux lemmes entrainent que c/ est d'ordre fini, C.Q.F.D. 

Finalement, considerons la fibration d'litaka 0. Nous avons deja remarque que 
0/ est toujours bimeromorphe. II est alors naturel de poser la question suivante: 
est-il vrai que 0/ est toujours d'ordre fini? Bien que, a priori, il semble peu probable 
que la reponse soit positive, la question merite I'etude. Pour mieux comprendre la 
situation, montrons que la reponse est positive pour les surfaces: 

Proposition 6.4: Soit X une surface kdhlerienne compacte avec k,{X) = 1. 
Soit (j) : X ^ B sa fibration d'litaka-Moishezon, et f : X --■> X un endomorphisme 
meromorphe de degre d > 1 de X. Soit g : B ^ B I'automorphisme de B induit par 
f . Alors g est d'ordre fini. 

Preuve: Tout d'abord, I'assertion est claire si le genre de B est au moins 2. Si B 
est elliptique, g est encore d'ordre fini, puisqu'induit par une action lineaire dans un 
plongement. Nous pouvons done supposer que B = F^, et que X est relativement 
minimale. 

Soit M C -B le lieu de fibres multiples de 0; il est conserve par g. Montrons que 
le lieu de fibres singulieres non multiples S* C -B est egalement conserve. Soit b & B 
tel que -^g(fe) soit lisse, done elliptique. Soit fi : X' X une modification telle que 
f := f o : X' X soit holomorphe. Les courbes exceptionnelles de fi au-dessus 
de Xf, sont rationnelles, done envoyees sur des points par /'. D'oii / est holomorphe 
au voisinage de Xi,, et I'une des composantes irreductibles de Xh est elliptique. Ceci 
entraine bien (voir par exemple |BPV] . V.7, p. 150) que {Xb)red est lisse elliptique. 

Le heu E = M U S de fibres singulieres de est done conserve par g; si g est 
d'ordre infini, E a. a.n plus deux elements. II est bien connu qu'une fibration en 
courbes de base P^ qui n'a que deux fibres singulieres, est a modules constants: en 
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effet, le revetement universel de prive de deux points est C, qui n'admet pas 
d'application holomorphe non-constante dans le domaine de periodes (I'espace de 
Siegel, ou le demi-plan superieur dans le cas d'une fibration elliptique). 

Si g est d'ordre infini, X est done a modules constants. Le lemme suivant montre 
que ceci est impossible pourvu que k{X) = 1. 

Lemme 6.5 Soit h : X ^ B une surface kdhlerienne elliptique relativement 
minimale de base 5 = P^, d modules constants, ayant au plus 2 fibres singulieres. 
Alors K,{X) = — oo. 

Demonstration: La monodromie de h preserve une classe de Kahler sur les fibres 
lisses. Cette monodromie est done finie cyclique. Quitte a faire un changement de 
base fini C —>■ B, ramifie seulement au-dessus de 2 points au plus, on pent done 
supposer cette monodromie triviale; on a encore C = P^, et la surface X', obtenue 
par ce changement de base, a au plus deux fibres singulieres. 



D'apres Kodaira ([Kj, table I, p. 604), la famille etant isotriviale de monodromie 
triviale et relativement minimale, les fibres singulieres sont done multiples ellip- 
tiques. On deduit alors de la formule pour le fibre canonique d'une telle fibration 
r [BPV] . 12.1,12.3) que k{X') = k{X) = -oo. 

Remarque: Dans le cas oil X n'est pas a modules constants, on pent borner 
efi^ectivement I'ordre de g en utilisant les courbes modulaires, et ceci meme sans 
supposer k{X) = 1. Plus precisement: I'ordre de g est majore par 210i/, oii u est 
le degre geometrique de I'application modulaire j : i? — > Pi associant k b E B 
generique I'invariant modulaire j{Xb) de la courbe elliptique Xb. 

Voici I'esquisse de la demonstration: 

Soit h : X —>■ B une surface elliptique a modules non constants, j : B ^ 
I'application modulaire correspondante, B^ la partie de B parametrant les fibres 
lisses, X° = h~^B^ . Pour b & B generique, soit G = Gb{f) le groupe des automor- 
phismes de Xb preservant les fibres de /. C'est un sous-groupe fini de translations 
de Xb. 

II existe un entier m > 1, tel que G contient toute translation dont I'ordre 
divise m, autrement dit, le sous-groupe complet de m-torsion T(m) du groupe des 
translations de Xb. Des arguments elementaires sur la structure des groupes abeliens 
finis montrent que le quotient Gb{f) /T{m) est cyclique. On pose T = T{m) pour 
m maximal, C = Gb{f) /T{m) = G/T le groupe cyclique quotient. 

En considerant la correspondance Sj C X X, formee des {x,y) tels que 
f{x) = f{y), on voit facilement que I'application quotient par T se prolonge en une 
application "de multiplication par m" m : X X' = Pic^{X) au-dessus de B. 

Ainsi, / se factorise en produit c ■ m, avec c : X' ---> X une application telle que, 
pour la fibre generique fixee X^, le groupe des translations de X^ commutant avec 
la restriction de c est cyclique (d'ordre \C\). On notera H ce sous-groupe. 

L' application c induit g sur la base B et donne un relevement de j en une 
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application j(c) : B — > Xo(|C|). Done Xo(|C|) est rationnelle. Remarquons que 
Xq{N) est rationnelle pour 15 valeurs de N seulement (plus precisement, on doit 
avoir N e F, avec F = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 16, 18, 25}). 

Enfin, I'application / n'est pas, en general, determine par le sous-groupe G; mais 
si le meme G correspond a /i,/2 : X — -»• X, alors pour les automorphismes de la 
base gi, g2 '■ B ^ B induits, gig2^ commute avec j. II en va de meme pour H et c. 

Maintenant, itcrons /: on a /" = c„-u„; soit Hn le sous-groupe cyclique correspon- 
dant. Puisquc B = F^, on n'a que 15 possibilites pour \Hn \ - sa valeur doit se trouver 
dans la liste F; et pour chaque valeur N dans F, on n'a que ip{N) = iVnj,|7v(l + 1/p) 
choix de if„ possibles, puisque ip{N) est le nombre de sous-groupes cycliques d'ordre 
N dans Autlxi^). 

Soit A = X^TVeF = 210; alors if„ = pour certains < m, n < A. Puisque 
Ci induit sur la base B, il s'ensuit que commute avec j. Done I'ordre de 

gm-n pj^g _ d^gi^j^^ I'ordre de g est au plus Av = 210i/. 

Remcirque: La "reciproque" de 6.1.4 est fausse pour les surfaces elliptiques de 
base P^, de dimension canonique 1, admettant une section (done speciales). Nous 
avons deja observe que, pour une telle surface, (pf est d'ordre fini; / ne pent done 
pas avoir une orbite iteree Zariski- dense. 
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